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Resumo

Neste trabalho foi realizado um estudo sobre superficies regulares, geometria intrinseca
das superficies e superficies completas. Abrangemos defini¢oes, propriedades e resul-
tados importantes sobre as superficies regulares e as completas, dentre os quais desta-

camos os teoremas de Gauss, de Bonnet e de Hopf-Rinow.

Palavras chaves: superficies regulares, geometria intrinseca e superficies completas.

1 Objetivo

O objetivo deste trabalho é estudar as superficies regulares, a geometria intrinseca destas
superficies e as superficies completas, a fim de utilizar os conhecimentos adquiridos em

estudos posteriores.

2 Introducao

A geometria diferencial de superficies abrange estudos nos aspectos local e global.
Chamamos de aspecto local aquele em que estudamos conceitos, propriedades e resulta-

dos observados na vizinhanca de um ponto da superficie. Ja o aspecto global se refere
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a superficie em sua totalidade. Trataremos aqui desses dois aspectos, restringindo-nos as
superficies regulares e as completas.

O conteudo deste trabalho esta dividido em duas se¢oes, enumeradas por 3 e 4. Na secao
3 estd exposta a teoria das superficies regulares, abrangendo os conceitos de funcao difer-
enciavel definida em uma superficie, plano tangente, primeira e segunda formas fundamentais
e aplicacao normal de Gauss, juntamente com as propriedades e resultados relacionados a
esses conceitos. Ja na secao 4 estd uma breve apresentacao da geometria intrinseca das

superficies e das superficies completas, incluindo transporte paralelo e geodésicas.

3 Superficies Regulares

Nesta secao introduziremos a nocao de uma superficie regular em IR? e alguns conceitos

relacionados a essas superficies.

Definicao 1. Um subconjunto S C IR® é uma superficie regular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V de p em IR® e uma aplicacdo x : U — V NS de um aberto U de

IR? sobre VNS C IR? tal que
1. x € diferenciavel. Isto significa que se escrevermos
X(“?”) = (m(u,v),y(u,v),z(u, U)): (u,v) ey,

as fungoes x(u,v),y(u,v), z(u,v) tém derivadas parciais continuas de todas as ordens

em U.

2. x € um homeomorfismo. Como x € continua pela condicdo 1, isto significa que X tem

inversa x ' : VNS — U que é continua.
3. (condigio de reqularidade) Para todo q € U, a diferencial dx, : IR*> — IR® € injetiva.

A aplicagao x é chamada uma parametrizagao ou um sistema de coordenadas (locais)
em (uma vizinhanca de) p. A vizinhanca V NS de p em S é chamada uma vizinhanga

coordenada.

Exemplo 1. A esfera unitiria S* = {(x,y,2) € R?;, 2> +y*> + 22 = 1} é uma superficie

reqular. De fato, as parametrizagoes

X1($,y):(l',y,+ 1—(1’2+y2) )7



X2<x;y) = (fl?,y, -V I- (xQ +y2) )7

x3(x, 2) = (x, +v/1 — (22 + 22) , 2),
xy(w,2) = (2, =1~ (a2 +22) ,2),
Xs5(y,2) = (+vV1 = (¥ +2%) .y, 2),
X6(y,2) = (=V1—= (" +2°) ,y,2),

cobrem inteiramente S* e satisfazem a Def. 1.

Proposicao 1. (Mudang¢a de Parametros). Seja p um ponto de uma superficie reqular S,
esejam x : U C IR* — S ey : V C IR* — S duas parametrizacoes de S, tais que
pex(U)Nny(V)=W. Entio a mudanga de coordenadas h=x'oy :y Y(W) — x"1(W)

é um difeomorfismo; isto é, h € diferencidvel e tem uma inversa diferencidvel h=".
Em seguida definiremos fungao diferenciavel em uma superficie regular.

Definicao 2. Seja f : V. C S — IR uma funcdao, definida em um subconjunto aberto
V' de uma superficie regular S. FEntao f ¢ diferencidvel em p € V se, para alguma
parametriza¢io x : U C IR*> — S, com p € x(U) C 'V, a composicio fox:U C IR> — IR ¢é
diferencidvel em x'(p). A funcao f € diferencidvel em V se é diferencidvel em todos os

pontos de V.

Como consequéncia imediata da proposicao anterior, segue que a definicao dada acima
nao depende da escolha da parametrizacao x.
Uma aplicagao continua ¢ : Vi C S; — Ss, de um conjunto aberto V; de uma superficie

regular S7 em uma superficie regular S, é diferenciavel em p € V; se, dadas parametrizagoes
x1:U; CIR? — S;, @y:U, C IR> — S,
com p € z1(Uy) e ¥(x1(Uy)) C x2(Us), a aplicagao
x; 0 oxy i Uy — Uy

é diferencidvel em ¢ = x; ' (p).
Duas superficies regulares S; e Sy sao difeomorfas se existe uma aplicagao diferenciavel
Y S; — So com uma inversa diferencidvel ~! : S, — S;. Uma tal ¢ é chamada um

difeomorfismo de S; em Ss.



Exemplo 2. Se x: U C IR* — S ¢ uma parametrizacio, x ' : x(U) — IR* é diferencidvel.
Com efeito, para qualquer p € x(U) e qualquer parametriza¢ioy : V C IR* — S em p, temos

quex Loy :y 1{(W)—xY (W), onde
W =x(U)ny(V),

¢ diferencidvel. Isso mostra que U e x(U) sao difeomorfos (isto €, toda superficie reqular é

localmente difeomorfa a um plano).

Entendemos por vetor tangente a S, em um ponto p € S, o vetor tangente o/(O) de

uma curva parametrizada diferencidvel v : (—e€,€) — S, com a(0) = p.

Proposigao 2. Seja x : U C IR?> — S wma parametrizacio de uma superficie reqular S e

seja q € U. O subespaco vetorial de dimensdo 2,
dx,(IR*) C R?,
coincide com o conjunto de vetores tangentes a S em x(q).

Pela proposigdo acima, o plano dx,(IR?), que passa por x(¢g) = p, ndo depende da

parametrizagao x.

Proposicao 3. Se Sy e S sdo superficies requlares e 1p : U C S1 — Sy € uma aplicag¢do
diferencidvel de um conjunto aberto U C Sy tal que a diferencial, di,, de ) emp € U € um

isomorfismo, entdo 1 € um difeomorfismo local em p.
Defini¢ao 3. A forma quadrdtica I, no plano tangente T,S em p definida por
L(w) = (w,w), = lw|? >0,
é chamada a primeira forma fundamental da superficie reqular S C IR® em p € S.

Como um vetor tangente w € 1,5 é o vetor tangente a uma curva parametrizada «o(t) =

x(u(t),v(t)), t € (—e,€), com p = a(0) = x(ugp, vo), obtemos
L,(a'(0)) = (o' (0),2'(0)),
= <xuu/ + xvv', xuul + xvv/>p

= <Xu7 Xu>p (ul)2 + 2 <XU’ X’U)p ulvl + <X'U7 X’U>p (U/)2



= BE(u)? +2Fu'v + G')?,
onde os valores das funcoes envolvidas sao calculados em ¢t = 0, e
E(ug, vo) = (Xu, Xu), ,
F(ug,v9) = <Xu,Xv>p:

G(UO, UO) - <X'U7 X'U>p

sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,x,} de 7,,5.

Exemplo 3. O cilindro reto sobre o circulo z>+y? = 1 admite a parametrizagciox : U — IR3,

onde
x(u,v) = (cos u, sinu, v),
U={(u,v) € R* 0<u<2m, —oo<v<oo}.
Para calcular a primeira forma fundamental, notamos que
x, = (—sinu,cosu,0), x,=(0,0,1),

e portanto

F=sin*u+4cos’u=1, F=0 G=1.

A importancia da primeira forma fundamental [ vem do fato de que, conhecendo I,
podemos tratar questoes métricas sobre uma superficie regular, sem fazer referéncia ao espacgo

ambiente IR3. Assim, o comprimento de arco s de uma curva parametrizada «a : [ — S ¢é

s(t)—/ot o/(t)‘dt—/ot V(o (8))dt.

Se a(t) = x(u(t),v(t)) esta contida em uma vizinhanga coordenada correspondente a parametriza¢ao

dado por

x(u,v), podemos calcular o comprimento de arco de « entre, digamos, 0 e ¢ por

s(t) = /Ot VEW)? +2Fu'v + G(v')2dt.

O angulo # de duas curvas parametrizadas regulares a: I — S, 6 : I — S que se intersectam

em t =ty é dado por / /
(' (to), B (t))
o (o) [ |5 (o) |

Em particular, o angulo ¢ das curvas coordenadas de uma parametrizacao x(u,v) é
(Xy, Xy) F
cos ¢ = =

x| %]  VEG

cosf =




Definigao 4. Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie regular, contida em uma

vizinhanca coordenada de uma parametrizacao x : U C IR?> — S. O niimero positivo

// |y A X, | dudv = A(R) Q=2"Y(R),
Q
é chamado drea de R.

Convém notar que a area definida da forma acima nao depende da parametrizacao x, e
2 2 2. 2
|Xu A X’U| + <Xu7 XU> = |XU| |X’U| )

o que mostra que o integrando de A(R) pode ser escrito como
|xy A %] = VEG — F2.

Dada uma parametrizacao x : U C IR? — S de uma superficie regular S em um ponto

p € S, podemos escolher, para cada ponto de x(U), um vetor normal unitério pela regra

Xy N\ Xy

N(q) (@), qex).

- %y A %y
Assim, temos uma aplicagao diferencidvel N : x(U) — IR® que associa a cada ¢ € x(U) um
vetor normal unitario N(q).

Em geral, V C S é um conjunto aberto de S e N : V — IR® é uma aplicacao diferencidvel
que associa a cada ¢ € V um vetor normal unitario em ¢, dizemos que N é um campo
diferenciavel de vetores normais unitarios em V.

Uma superficie regular é orientavel se ela admite um campo diferenciavel de vetores
normais unitarios definido em toda a superficie; a escolha de tal campo N é chamada uma

orientacgao de S.

Definicao 5. Seja S C IR uma superficie com uma orientagio N. A aplicagio N : S — IR?

toma seus valores na esfera unitdria
S*={(z,y,2) € R’; & +y* + 2> =1} .
A aplicagao N : S — S?, assim definida, é chamada a aplicacdo de Gauss de S.

A aplicacao de Gauss ¢ diferencidvel, e a diferencial dN, de N em p € S é uma aplicagao
linear de 7,5 em TN(p)SQ. Como T,S e TN(p)52 sa0 0s mesmos espacos vetoriais, d/V, pode

ser olhada como uma aplicacao linear em 7,S.



A aplicacao linear dN, : T,S — T,S opera da seguinte maneira. Para cada curva
parametrizada a(t) em S, com «(0) = p, consideramos a curva parametrizada Noa(t) = N(t)

na esfera S?; isso equivale a restringir o vetor normal N & curva «a(t). O vetor tangente

N'(0) = dN,(a'(0)) é um vetor de T},S.

Exemplo 4. Para um plano P dado por ax + by + cz +d = 0, o vetor normal unitdrio

N = (a,b,c)/va? + b> + % € constante, e portanto dN = 0.

Definicao 6. A forma quadrdtica 11,, definida em T,S por II,(v) = — (dNy(v),v), €

chamada o segunda forma fundamental de S em p.

Definicao 7. Seja C uma curva reqular em S passando por p € S, k a curvatura de C em
p, ecos® = (n,N), onden é o vetor normal a C e N é o vetor normal a S em p. O nimero

k, = kcos@ é chamado a curvatura normal de C C S em p.

Considere uma curva regular C' C S parametrizada por a(s), onde s é o comprimento de

arco de C, com «(0) = p. Se indicarmos por N(s) a restri¢ao do vetor normal N a curva

a(s), teremos (N(s),a'(s)) = 0, donde

Portanto,

»(0'(0)) = = (dN,(a'(0)), a'(0))
= —(N'(0),0'(0)) = (N(0),a"(0))
= (N, kn) (p) = kn(p).

Em palavras, o valor da segunda forma fundamental /7, em um vetor unitario v € 1,5 ¢é
igual a curvatura normal de uma curva regular passando por p e tangente a v.

Para simplificar a notacao, convencionaremos que todas as fungoes que aparecem abaixo
indicam seus valores no ponto p.

Observamos que a expressao da segunda forma fundamental na base {x,,x,} é dada por
IT(a') = —{(dN(a'),a) = = (Nu + Nov', x,u + x,0")

= e(u)?+2fuv + g(v')?,



onde, ja que (N, x,) = (N,x,) =0,
e =—(Nu,xu) = (N, xuu) ,
f==(No,xu) = (N, %) = (N, %pu) = — (N, %),
9=—(No,xs) = (N, %00) -

As fungoes e, f e g sao chamadas os coeficientes da segunda forma fundamental na base

{xu,x,} de T,S.

Definicao 8. O mdazimo da curvatura normal ki e o minimo da curvatura normal ko, sao
chamados curvaturas principais em p; as direcoes correspondentes, isto €, as direcoes

dadas pelos auto-vetores e; e es sao chamadas diregcoes principais em p.

Definicao 9. Seja p € S e seja dN, : T, — T,S a diferencial da aplicacao de Gauss. O
determinante de dN, € chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da

metade do tragco de dN, é chamado a curvatura média H de S em p.
Em termos das curvaturas principais k; e ko, podemos escrever
1
K = kiky, H= §(k1+k:2).

J& em termos da primeira e da segunda formas fundamentais, as curvaturas Gaussiana e

Média sao dadas por

eqg — f? leG —2fF + gE
k=971 H=-= .
EG — F?’ 2 EG — F?

No que se segue, S e S sao superficies regulares.

Definicdo 10. Uma aplicacio ¢ : S — S, € uma isometria se ¢ ¢ um difeomorfismo e

para todo p € S e todos os pares wy,wy € T,S, temos

(wi, w2>p = {dop(wr), d¢p(w2)>¢(p) :
Diz-se entio que as superficies S e S sdo isométricas.

Proposicao 4. Suponha a existéncia de parametrizacées x : U — S e X : U — S tais que
E=FE,F=F,G=G emU. Entio a aplicacio ¢ =Xox"':x(U) — S € uma isometria

local.



Agora, vamos associar a cada ponto de uma superficie um triedro e estudar as derivadas
de seus vetores. Este estudo nos levard a um dos fatos mais importantes da geometria
diferencial: o teorema egregium de Gauss.

Denotaremos por S uma superficie regular orientavel e orientada. Seja x: U C IR? — S
uma parametrizacao na orientacao de S. E possivel associar a cada ponto de x(U) um triedro
natural dado pelos vetores x,, x, e N.

Expressando as derivadas dos vetores x,, x, ¢ N na base {x,,x,, N}, obtemos
=T s LN
Xuuw = L 11X + 11%v + Ly 1V,

Xup = D1oXy + T3o%, + Lo N,
Xyy = [3%, + T2,%, + Ly N, (1)
Xov = g%y + [5o%y + L3N,

Ny = anx, + a21%y,

Ny = a19%,, + a22%y,

onde os a;j, 1,j = 1,2 sao dados por

 fF —eG _gF - fG
ay; = —EG_FQ, aip = —EG_FQ,
el — fE fF —gE

Ay = ———— Qgy = ——"—.
1T EG - FY 27 EG - F2

k .
50 Za

Os coeficientes I" J,k = 1,2 sao chamados simbolos de Christoffel de S na parametrizagao
x. Como X,, = Xy, concluimos que I'l, =T}, e '3, = I'%;; isto é, os simbolos de Christoffel
sao simétricos em relacao aos indices inferiores.

Tomando o produto interno das primeiras quatro relagoes em (1) com N, obtemos ime-
diatamente L1 = e, Ly = Ly = f e L3 = g, onde e, f, g sdo os coeficientes da segunda forma
fundamental de S.

Para determinar os simbolos de Christoffel resolvemos os sistemas

.

THE +T%4F = (Xyu, Xu) = %Eu,

(

kaF + F%QG = (X, Xy) = %Gu,



ILE +T4LF = (X, %) = F, — LG,

2

F%2F + F%2G = <XUU7XU> = %Gm

Todos os conceitos geométricos e propriedades expressas em termos dos simbolos de
Christoffel sao invariantes por isometrias. Destacamos aqui trés expressoes que envolvem os

simbolos de Christoffel e que s@o muito importantes:

(F%ﬂu - (Fi)v + F%2F%1 + F%ﬂgz - P%1F§2 - Fhriz = _Egé;_f;g = —LK, (2)

onde K ¢é a curvatura Gaussiana, e
ey — fu = GF%Q + f(Fb - Fh) - QF%U (3)
Jo—9u= 61—%2 + f(FgQ - Fb) - QF%Q- (4)

A equagao (2) é conhecida como férmula de Gauss, e as equagoes (3) e (4) sdo chamadas
equacoes de Mainardi-Codazzi.

Seguem agora dois resultados importantes relacionados a essas equagoes.

Teorema 5. (Teorema Egregium de Gauss). A curvatura Gaussiana K de uma superficie é

invariante por isometrias locais.

Teorema 6. (Bonnet). Sejam E,F,G,e, f,g fungies diferencidveis definidas em um con-
gunto aberto V. .C IR?, com E > 0,G > 0. Suponha que as funcoes satisfacam formalmente
as equacoes de Gauss e Mainardi-Codazi e que EG — F? > 0. Entao, para todo ¢ €V existe
uma vizinhanga U C 'V de q e um difeomorfismo x : U — x(U) C IR? tal que a superficie
reqular x(U) C IR® tem E,F,G e e, f,g como coeficientes da primeira e sequnda formas

fundamentais, respectivamente. Além disso, se U € conexo e se
x:U—-x({U)c R

¢ um outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas condicoes, entao existe uma translagao T

e uma transformacdo ortogonal prépria p em IR? tal que X =T o p o x.

4 Geometria Intrinseca e Superficies Completas

Passemos agora a geometria intrinseca das superficies e as superficies completas.



Definicao 11. Seja w um campo diferencidvel de vetores em um conjunto aberto U C S e

peU. Sejay € T,S. Considere uma curva parametrizada
a:(—ee€) = U,

coma(0) =p ea (0) =y, esejaw(t), t € (—e¢ ¢€), arestricio do campo de vetores w & curva
a. O vetor obtido pela projec¢io de (dw/dt)(0) sobre o plano T,S é chamado o derivada
covariante em p do campo de vetores w em relacao ao vetor y. Esta derivada covariante é

denotada por (Dw/dt)(0) ou (Dyw)(p).
A derivada Dw/dt nao depende da curva a.

Definicao 12. Um campo de vetores w ao longo de uma curva parametrizada e : [ C IR — S

¢ chamado paralelo se Dw/dt = 0 para todo t € 1.

Proposigao 7. Seja o : I — S uma curva parametrizada em S e seja wy € To,)S, to € 1.

Entao existe um tinico campo de vetores paralelo w(t) ao longo de a(t), com w(ty) = wy.

Definicao 13. Seja o : I — S uma curva parametrizada e wy € Thuy)S, to € 1. Seja w um
campo paralelo ao longo de o, com w(ty) = wy. O vetor w(ty), t1 € I é chamado transporte

paralelo de wy ao longo de o no ponto ty.

Definicao 14. Uma curva parametrizada, nao constante, v : I — S é chamada geodésica

emt € I se o seu campo de vetores tangentes (t) € paralelo ao longo de v em t; isto é

Dy (t)
dt

v € uma geodésica parametrizada se é geodésica para todo t € I.

Definicao 15. Seja w um campo diferencidvel e unitario de vetores ao longo de uma curva
parametrizada o : I — S sobre uma superficie orientada S. Como w(t), t € I, é um campo

de vetores unitdrio, (dw/dt)(t) é normal a w(t), e portanto

Dw
— = AN t)).

U MN Aw(t)
O niamero real X = \(t), denotado por [Dw/dt], é chamado valor algébrico da derivada

covartante de w em t.

Definicao 16. Seja C uma curva reqular orientada contida em uma superficie orientada S, e
seja as) uma parametrizagao de C, em uma vizinhanga de p € S, pelo comprimento de arco
s. O walor algébrico [Dw/ds] = k, da derivada covariante de o' (s) é chamado curvatura

geodésica de C' em p.



O valor absoluto da curvatura geodésica k, de C' em p é o valor absoluto da componente
tangencial do vetor o (s) = kn, onde k é a curvatura de C' em p e n é o vetor normal de C

em p. Assim, temos imediatamente que
K=k + k.

Proposicao 8. Dado um ponto p € S e um vetor w € T,S, w # 0, existe um € > 0 e uma

vinica geodésica parametrizada y : (—e,€) — S tal que v(0) = p, 7' (0) = w.

Agora, iremos definir superficie completa, a fim de enunciar o Teorema de Hopf-Rinow,
um teorema da geometria diferencial global. Isso porque, para obtermos teoremas globais
precisamos, além da conexidade, de alguma hipotese global para assegurar que a superficie

nao possa ser “estendida” como uma superficie regular.

Definicao 17. Uma superficie reqular conexa S é denominada completa quando para qual-
quer ponto p € S, qualquer geodésica parametrizada «y : [0,e) — S de S, comecando em
p = 7(0), pode ser estendida em uma geodésica parametrizada 7 : IR — S, definida sobre

toda a reta real IR.

Exemplo 5. 1. O plano € evidentemente uma superficie completa, pois suas geodésicas

sao as retas, e estas estao definidas em toda a reta real IR;

2. O cone menos o vértice nao é uma superficie completa, pois quando estendemos sufi-
cientemente uma geratriz (que € uma geodésica) atingimos o vértice, que nao pertence

a superficie;

3. A esfera € uma superficie completa, pois as suas geodésicas parametrizadas (cujos tragos

sao os grandes circulos da esfera) podem ser definidas para qualquer valor real;

4. O cilindro também ¢ uma superficie completa, pois as suas geodésicas sao circulos,

retas e hélices, que estao definidas para todos os valores reais;

5. Uma superficie S —{p}, obtida ao removermos um ponto p de uma superficie completa
S, ndao é completa. De fato, alguma geodésica v de S deve passar por p. Tomando um
ponto q, proximo a p em 7y, existe uma geodésica parametrizada de S —{p} que comeca

em q e nao pode ser estendida até p.



Dizemos que uma geodésica ligando dois pontos p,q € S é minimizante se o seu com-
primento () é menor do que ou igual ao comprimento de qualquer curva regular por partes

ligando p a q.

Teorema 9. (Hopf-Rinow). Seja S uma superficie completa. Dados dois pontos p,q € S,

existe uma geodésica minimizante ligando p a q.

As demonstragoes dos resultados apresentados neste trabalho podem ser encontradas em

[1].

5 Conclusao

Observamos neste trabalho que, apesar de a curvatura gaussiana ser definida a partir da
segunda forma fundamental, ela depende apenas da primeira forma fundamental. Com este
teorema, Gauss mostrou que muitos conceitos estudados sao intrinsecos a superficie, isto é,
nao dependem do espago ambiente no qual ela se encontra. A partir disso, fizemos um estudo
dessa geometria intrinseca e, ao estudar as superficies completas, iniciamos uma forma de se
compreender uma métrica na superficie que nao seja a métrica do espaco ambiente.

Em trabalhos posteriores, continuaremos este estudo sobre a geometria intrinseca das
superficies, abrangendo superficies abstratas, superficies abstratas que sao conformemente
planas e suas curvaturas gaussianas, e superficies completas com curvatura gaussiana nega-

tiva.
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